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Resumen—El calculo comenzé a desarrollarse en el siglo XVII
con la intencion de conseguir técnicas estandar para resolver
problemas referentes a derivadas, integrales y ecuaciones difer-
enciales. Gracias al desarrollo de esta ciencia y la estandarizacién
de las técnicas de calculo integral, hoy en dia es posible que un es-
tudiante de primer afo de universidad pueda aprender a resolver
una cantidad enorme de integrales en poco tiempo y aunque el
estudiante tenga la sensacion de que esta usando el sentido comiin
para hacer dichos calculos, realmente puede hacerlo porque
esta siguiendo un algoritmo de resoluciéon, muy complejo, pero
algoritmo en fin. Este algoritmo es el que hace posible que hoy en
dia, aplicaciones como Mapple o Mathematica puedan resolver
simbélicamente integrales y ecuaciones diferenciales. Es decir, el
mayor porcentaje del crédito por el éxito de estas aplicaciones, se
debe a la existencia de los algoritmos de resolucion del calculo,
que han sido desarrollados durante cuatro siglos. Por otro lado
en el mundo de la demostracion formal de programas, también
existen software como en [1], [2], [3], que intentan hacer computos
simbolicos para la correccion de programas. Estas aplicaciones
para la correccion de programas, no usan un algoritmo de cuatro
siglo de desarrollo que estandarizan técnicas del calculo de los
invariantes y obligaciones de prueba, por lo que tienen una
desventaja natural con respecto a las aplicaciones de resolucion
simboélica para el calculo integral o diferencial.

Por lo argumentado anteriormente se propone que para lograr
un avance significativo en las aplicaciones para la correccién
de programas, es conveniente crear ahora, en la ciencia de la
matematica, un calculo (al igual como en su tiempo se creé el
calculo integral), para estandarizar los métodos que permiten
computar invariantes, obligaciones de prueba y precondiciones
mas débiles. Este articulo muestra algunos teoremas que tienen
la intencion de dar un pequefio paso en el desarrollo de este
calculo pero para computar precondiciones mas débiles.

Palabras clave—precondicion mds débil, cdlculo, correccion
formal de programas, GCL, induccion.

I. INTRODUCION

Todos los algoritmos planteados en este trabajo serdn es-
critos en pseudolenguaje GC'L (Guarded Command Language)
[5], que es un pseudolenguaje definido por Dijkstra, que admite
la escritura de algoritmos no deterministicos y su disefio,
admite una légica de Hoare y férmulas para precondiciones
mas débiles, relativamente simples, que facilitan la actividad
de correccién de un programa.

Si By,...,B, son expresiones booleanas del lenguaje
GCL 'y definiendo DG como una abreviacion de
domain(By,...,B,) (predicado que expresa que todas

las expresiones estdn bien definidas [6]), tenemos que la
l6gica de Hore [4] se basa en las siguientes reglas de
inferencia:

{A}SKIP{A}

{domain(E) A B[z := E|}T := E{B}

{A}So{B} {B}Si{C}
{A}So; S1{C}

A= DG A(BgV ..V Bp) {AABp}Sg{B}.. . {AANBp}Sp{B}

I = domain(By) {I N By}So{I}
{I}dO BO — So{.[ N _|BQ}

A=A {A"}So{B'} B' =B
{A}So{B}
Donde Sy,...,S, son instrucciones A, A’, B, B’y C

son predicados, I es un predicado que lleva el nombre de
“invariante del ciclo” y E es una lista de expresiones, que una
a una, son del mismo tipo que la lista de variables = (la barra
superior tanto en ¥ como en x, es una notacién que indica que
se tiene una lista de expresiones y variables respectivamente).

De las reglas de inferencia de arriba se concluye que una
derivacion en esta 16gica tiene forma de arbol. Adicionalmente
una demostraciéon de que un algoritmo es correcto usando la
l6gica de Hoare, no garantiza la terminacién del programa, por
lo que el arbol de derivacién usando las reglas de Hoare, debe
ir acompafiado de un argumento de funcién de cota en cada
ciclo Do, si se quiere tener una demostracion completa de que
el algoritmo es correcto con respecto a la especificacion.

Por otro lado la l6gica de Dijkstra [5] para la correccion
de programas se basa en el transformador de predicados
wp (weakest precondition), que es basicamente una funcién
sintdctica de dos variables que devuelve de forma simbdlica
la precondicion mds débil de una instruccién inst dado
una postcondiciéon Post (usando la notacién cldsica de
funciones de dos variables, la notacién wp(inst, Post)
se refiere al resultado de aplicarle a la funcién wp, los
argumentos inst y Post, este resultado es la precondicién
mas débil, simbolicamente hablando, de la instruccion inst
con la instruccién Post). El uso sucesivo de wp permite ir
calculando precondiciones mds débiles entre instruccién e
instruccién, desde el final del programa hasta el inicio como
se muestra en la siguiente figura.
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{Pre} {Pre}
instruccionl instruccionl
instruccion?2 instruccidon?2
instrucciéon3 {A1l : wp(instruccién3, Post)}

{Post} instruccién3

Paso 0 Paso 1
{Pre} {Pre}
instruccionl {A3 : wp(instruccionl, A2)}
{A2 : wp(inst2, A1)} instruccionl
instruccion?2 instruccion?2
instruccion3 instruccion3

Paso 2 Paso 3

Fig 1: uso sucesivo de wp

Usando el transformador wp de Dijkstra sucesivamente, se
puede calcular la precondicién mds débil de todo el programa,
de modo que para demostrar la correccién de un algoritmo,
basta con demostrar que la precondicion Pre implica la
precondiccién mas débil calculada (En el caso del ejemplo
de la figura se debe demostrar Pre = A3)

La correccién de programas usando la légica de Dijkstra
garantiza terminacién y no necesita el argumento de funcién
de cota en cada iteracion, por lo que induce un método limpio
para decidir la correccién de un programa.

Calcular una precondicién mds débil usando el transfor-
mador wp para cualquier postcondicién e instruccion es fun-
damental, porque permite ir consiguiendo aserciones que per-
mitan subir entre instruccion e instruccién como en la figura.
Para lograr esto Dijkstra en [5] defini6 las reglas que definen
la funcién de transformacion sintictica wp de la siguiente
manera:

o wp(SKIP, Post) := Post
[ ]

wP(Yiy s - - s Yip, := Expy, ..., Expy, Post) :=
domain(Expy, ..., Expg) A
Post[yiy, .., Yi, := Eapi,..., Expg]

o wp(Sp; S1, Post) := wp(Sy, wp(S1, Post))

e wp(IF, Post) :== domain(By,...,Bp) A
(Bo V-V By) A (By = wp(So, Post)) A ...
A (By, = wp(Sp, Post))

e wp(DO, Post) := (3k|k > 0 : Hi(Post))

en donde Hy(Post) es un predicado que satisface las
ecuaciones

Hy(Post) = domain(BB) A—~(Bg V -+ V By,) A Post
Hy,(Post) = Ho(Post) V wp(IF, Hi,_1(Post))

para k > 1
Lamentablemente la férmula que define a wp en general
para ciclos DO, estd escrita en logica de segundo orden
y por lo tanto no es aplicable directamente. Tampoco es
util tener aserciones escritas en légica de segundo orden,
ya que si una asercion de segundo orden fuese la post-
condicién de una instruccién de asignacion yi,,...,¥; =

Expi,..., Expy, entonces no se pudiera aplicar la segunda
de las reglas listadas anteriormente, porque el operador de
sustitucion [y;,, ..., yi, = Expi,..., Expg] no esta definido
para férmulas escritas en segundo orden.

Esta limitante de la descripciéon de wp de Dijkstra lo con-
vierte, en el caso de programas que contienen ciclos DO, en
una herramienta tedrica sin pragmatica alguna. Sin embargo,
esta demostrado en [7] que para cada algoritmo en particular,
con una postcondicion particular, siempre existe un predicado
escrito en logica de primer orden equivalente a la definicién
de wp para el caso en cuestion. El tinico problema es que la
demostracion que se encuentra en [7] no es constructiva y no
induce un algoritmo para computar dicho predicado.

La idea que se propone en este articulo es la de dar técnicas
de célculo que permitan construir una férmula escrita en
l6gica de primer orden, que sea equivalente a la férmula de
Dijkstra para los ciclos DO, de modo tal de rescatar la idea
original del transformador de predicado wp y convertirla en
una herramienta prictica para poder decidir si un programa
es correcto. Al igual como en el cdlculo integral, en donde
cada técnica de integracién depende del tipo de la integral (si
es polindmica, trigonométrica, exponencial, o multiplicacion y
divisién de las combinaciones de las tres categorias anteriores)
las técnicas que se proponen dependerdn del tipo de ciclo.

El resultado serd el de caracterizar algunos tipos de ciclos en
los que se pueda obtener una plantilla de predicado equivalente
a wp en logica de primer orden, de manera que la correccion
del algoritmo consistird simplemente en la aplicaciéon de
la plantilla instanciada al caso particular que se encuentre
(sumandole inevitablemente algiin toque minimo del sentido
comun humano).

A continuacién se presentan cuatro secciones de las cuales,
en la primera de ellas se hace un repaso de las férmulas
de segundo orden que propuso Dijkstra para definir wp en
ciclos DO en general. Luego se caracterizan que férmulas
de primer orden se deben usar para calcular wp en ciclos
for. Seguidamente se presentan ejemplos del uso de los
teoremas presentados y por ultimo se da una seccién de
teoremas complementarios para el cdlculo de precondiciones
mads débiles.

II. wp PARA LA INSTRUCCION Do

El lenguaje GCL de Dijkstra fue disefiado para poder hacer
algoritmos no deterministicos. Tanto la instruccién condicional
como la de iteracion tienen versiones no determisticas en GCL,
la versidn no deterministica de la instruccién de iteracion se de-
nota DO, mientras la version deterministica se denota Do. La
definicién de wp que se listé anteriormente para la instruccién
de iteracion corresponde a la version no deterministica DO
de la misma. Se puede deducir una férmula de wp para la
instruccién Do a partir de la anterior, sin embargo en [8] se
encuentra dicha férmula y es:

(3k|k > 0: H,(Post))

donde Hj(Post) es un predicado definido recursivamente
como

Hy(Post) := domain(Bgy) A =By A Post
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Hy(Post) :=
Hy(Post) V (domain(By) A Bg A wp(So, Hi—1(Post)))
para k> 1

La férmula anterior esté escrita en logica de segundo orden,
pero es conocido (ver por ejemplo [7]) que si restringimos el
lenguaje de las aserciones a cierto tipo de lenguaje de primer
orden, es siempre posible que para cada instancia particular de
S0, Bo y Post, se puede escribir la férmula de wp del parrafo
anterior, de una forma equivalente usando estos lenguajes de
primer orden.

Este resultado sigue siendo cierto si el lenguaje que se usa
para escribir las aserciones es el de la teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel-Skolem. A continuacién se muestra una
demostracion.

Teorema 1. Si el lenguaje que se usa para escribir los predica-
dos de las aserciones en GCL, es el lenguaje de primer orden
de la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem, entonces
por cada caso particular de predicado Post, de expresion By
e instruccion Sy, existe una formula escrita en el lenguaje de
primer orden de la teoria de conjuntos de Zermelo-Framkel-
Skolem, que es equivalente a wp(do By — Sy od, Post)

Demostracion: Se considerard la semantica denotacional
de GCL que se propuso en [8].

Sea Sy una instruccion de GCL, entonces se denota como
interpre[Sy] a la relacién del espacio de estados al espacio de
estados del programa, que corresponde a la interpretacién con
respecto a la semantica denotacional de [8], de la instruccién
So (en [8] se usé la notacién Rg, en lugar de interpre[Sp]).

Se definen recursivamente las siguientes instrucciones

If = ZfBo — S()[]ﬁBo — SKIPfZ
Doy = if_'Bo — SKIPfZ
D0k+1 = If, DOk.

Como la interpretacién de una secuenciacion de instrucciones
es la composicién de las interpretaciones, entonces la inter-
pretacién de la instrucciéon Doy, satisface la siguiente recur-
rencia:

interpre[Dog] := interprelif—By — SKIPfi]

interpre[Doy.1] := interpre[Doy] o interpre[I f]
Por otro lado la férmula definida por
ok, Fyy) :=
(k =0Ay =interpre[Dog])V
(k # OAE € whes funcion(F)A\y = F(k—1)ointerpre[l f])V
(=(k=0V (k#0Ak € wAesFuncion(F))) ANy =F)
satisface que

(Vk, F| = (Blyl = o(k, Fry)))-

Si se define a G(k,F) como el dnico y que satisface
o(k, F,y), entonces por el teorema de recursién transfinita
[9] aplicado a los ordinales finitos w, se tiene que existe una
formula ¢ que satisface que:
) (VE|: (3y| : ¥(k,y))), es decir ¢ define una funcién
F tal que ¢(k, F(k))
2) (Vklk € w|: F(k) = Gk, F [1-1))
Como G(k, F') en notacién de llaves es la funcion a trozos

interpre[Dog] st k=0
) F(k—1)ointerpre[lf] si kewy
Gk, F) = esFuncion(F)

F sino
entonces la formula
(VElk € w|: F(k) =Gk, F k-1))

es equivalente a la recurrencia que define a interpre[Doy]
arriba y por lo tanto, F'(k) debe ser igual a interpre[Doy]. Por
esta razén, como se tiene que F' es una funcién tal que F'(k)
es el dnico valor en el que t(k, F(k)) es verdad, entonces
cuando el predicado

(k. R)

sea cierto, debe ocurrir que R = interpre[Dog].

Por otro lado usando las notaciones de [8], las cuales son:
Z para indicar el vector de constantes y variables declaradas
en un algoritmo, Esp para indicar el espacio de estados
del algoritmo y Rgoy para referirse al conjunto {Z €
Esp|Post(Z,Y)}, se demostré que

(3k|k > 0 : interpre[Doi] ({Z}) € Rgoy)

es un predicado equivalente a wp(do By — Sg od, Post). Sin
embargo, usando el predicado v se puede reescribir la férmula
anterior como

(Fklk = 0 : 4(k, R) A R({T}) € Rgoy)

la cual estd escrita en el lenguaje de primer orden de la teoria
de conjuntos. ]

Segtin el teorema anterior, si se usa el lenguaje de la teoria
de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem para escribir las
aserciones, entonces se tiene garantia de que toda precondicién
m4s débil se puede escribir dentro del lenguaje. El siguiente
corolario habla sobre algunos tipos de lenguajes, de la 16gica
de primer orden, que son convenientes para escribir las aser-
ciones de los algoritmos.

Corolario 1. Sea L un lenguaje de la l6gica de primer orden
para escribir predicados en las aserciones de GCL. Si L
es un lenguaje tal que, por cada formula en L, existe una
formula equivalente en el lenguaje de la teoria de conjuntos
de Zermelo-Frankel-Skolem y por cada férmula en la teoria
de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem, existe una formula
equivalente en L, entonces por cada caso particular de pred-
icado Post, de expresion By e instruccion Sy, existe una
Sformula escrita en L, que es equivalente a wp(do By —
So od, Post) y por lo tanto el transformador de predicados
wp esta bien definido en todo L
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El corolario y teorema anterior sugieren que con el lenguaje
adecuado, siempre es posible encontrar un predicado de primer
orden para la precondicion mas débil de un ciclo, sin embargo
como la demostracién no es constructiva, no se tiene un
procedimiento para obtener dicho predicado. El objetivo de
este trabajo, es el de mostrar un método que permite conseguir
la precondicién mds débil (escrita en ldgica de primer orden)
de cierto tipos de ciclos.

En las siguientes secciones usaremos las siguientes
propiedades del transformador de predicado wp:

o wp(Sy, False) = False

o wp(Sp, Post; A Postsy) =

wp(Sy, Posta)

e Si Posty = Posty entonces wp(Sy, Post;) =

wp(So, Posts)

e Si Sy es una instruccién deterministica, entonces

wp(Sp, Posty VvV Posts) = wp(Sy, Posty) V
wp(So, Posta)

wp(So, Post1) A

ITII. INSTRUCCION for

Una instruccion for es equivalente a un ciclo Do de la
siguiente forma:
doi# N —
So;
=1+ 1
od
{Post}

Donde Sy es un bloque de instrucciones que no modifica las
variable ¢ y NN. Para poder calcular la precondiciéon més débil
de un ciclo de este estilo, presentamos el siguiente teorema y
Corolario.

Teorema 2. Sea un algoritmo con la estructura que se

presentd anteriormente y k, k' son variable que no ocurren
en Sy y Post, entonces:

1) Si existe un predicado inv tal que inv[i := N| = Post

y (Vi|N —k <i< N :wp(Sp;i:=1i+1,inv) = inv),

donde las variables k y k' no ocurren en inv, entonces

Hy/(Post)= N — k' <i < N Ainv

para todo k' tal que 0 < k' < k.
2) Adicionalmente si wp(So;i = i + l,inv) = False
cuando i = N — (k + 1), entonces

Hy. 1 (Post) = Hy(Post)

Demostracion: Por ser este un teorema sobre una féormula
cuyas instancias son férmulas, entonces se usard un sistema de
derivacion formal de predicados para asegurar un resultado
correcto. El lector debe entender la siguiente demostracion
como una familia de demostraciones (una por cada instancia
del predicado inv), que resulta de aplicar cada una de las
derivaciones siguientes en el orden que se presentan. Las reglas
de inferencia que se usan en este trabajo son las de la 16gica
ecuacional presentada en el libro de Gries [10].

Se demostrard por induccién sobre k' suponiendo que
k' <k y que k' y k son variables que no ocurren en inv, Sy

y Post.

Caso1 k' =0

Hk/(POSt)
=<k =0>
Hy(Post)

, = N A Post

s
|

el

, = N Ainvli := N]

@
[
2
>
S.
<

[i := 1]

N <i< N Ainv
=<kK=0>
N -k <i< N Ainv

Se supone ahora que el teorema es cierto para k' — 1 y se
demostrard para k'’

Hk/ (POSt)
Hy(Post) V (i # N Awp(So;i :=i+ 1, Hy—1(Post)))
=<hipétesis inductiva>

Hy(Post) V (i # N ANwp(So;i =1+ 1,
N— (K -1) <i< N Ainw))

=<hipétesis>

Hy(Post) V (i # N ANwp(So;i:=1i+1,
N — (K —1) <i<N)Awp(So;i:=i+1,inv))

=< iy N no se modifican en Sy y k' no ocurre en Sy >

H

w

(Post)V(iZNAN—(K-1)<i+1<NA
(So;i:=1i+ 1,inv))

= o

il

o(Post)V(iZNAN—kK <i<N-—1A
wp(Sp; i :=1i+ 1,inv))

=<hipbtesis>
Hy(Post)V(i#NAN—K <i<N—-1Ainw)

Hy(Post) V(N — K <i< N —1Ainv)

—~
~

i = N APost)V(N—k <i<N-—1Ainv)
=<hipbtesis>

i =N Ainv[i :==N]) V(N -k <i<N—1Ainw)

i =N Ainv[i :=i]) V(N -k <i<N-—1Ainv)

—_ = I =
==

i=NAinv)V(N -k <i<N-—-1Ainv)
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(i=NVN -k <i<N—1)Ainw (i=NAinfi =i)) V(N -k <i<N—1Ainv)
(N -k <i<N)ANinv (i=NAinv)V(N—-k<i<N-—1Ainw)
Por otro lado (;:N N-kE<i<N-1)ANinv
Si wp(Sp;i :=i+1,inv) = False cuando i = N — (k+1) Nk <i< N Ainv
entonces =
Hy(Post) |
Hi11(Post) Corolario 2. Si un predicado inv cumple con las hipétesis del
o . o caso 1 del teorema 2 para todo k y no cumple con la hipdtesis
I_{O(POSt) V(i # N ANwp(Sosi =i+ 1, Hy(Post))) del caso 2 del mismo teorema, entonces
Ho(Post) V (i # N ANwp(So;i =i+ 1, wp(do By — Sp;i:=1i+ 1 od, Post) =i < N Ninv

N —k <i< N Ainw))

Hy(Post) V (i # N ANwp(So;i :=1i+ 1,
N —k <i<N)Awp(So;i:=1i+ 1,inv))

=< iy N no se modifican en Sy y k no ocurre en Sy >

Ho(Post)V(i£NAN—k<i+1<NA
wp(So; i :=1i+ 1,inv))

=<hip6tesis>
Ho(Post)V (i ANAN—k—1<i<N—1A
wp(So; i =1+ 1,inv))
Ho(Post)V (i #NAN — (k+1)<i< N — 1A
wp(So; i =1+ 1,inv))
Ho(Post) V (N — (k+1) <i< N — 1A

wp(So; i =1+ 1,inv))
=<k>0>

Hy(Post)V ((i =N —
wp(So; i =1+ 1,inv))

(k+1)VN -k <i<N-—1A
Hy(Post)V (i=N —
(N—k<i<N-1Awp(So;i:=1i+1,inv))
=<hipétesis>

Hy(Post)V (i =N — (k+1) A False)V
(N—k<i<N-1Ainw)
;IO(Post)\/False\/(N—kSi§N—1/\im))
Hy V(N —k<i<N—1Ainw)
(::NAPost)v(N—k§i§N—l/\inv)
=<hipdtesis>

(1 =N ANinv[i :==

N)V (N -k <i<N-—1Ainw)

por otro lado, si inv cumple con las hipotesis de los casos 1

y 2, entonces
wp(do By — Sp;i:=1i+1 od, Post) = N —k <i < N Ainv

Demostracion: Si inv cumple con las hipétesis del caso
1 del teorema 2 para todo k£ y no se cumple la hipétesis del
caso 2, entonces
wp(do By — So;i:=1i+ 1 od, Post)
klk > 0: Hi(Post))
klk>0: N -k <i<N Ainv)

Elk>0:N—-k<iAni<N Ainv)

SRR Enil

i< NAinvA3Bklk>0: N -k <i)

1 < N Ainv A True

1 < N Ainv

Si se cumplen las hipétesis de los casos 1 y 2 del teorema
2, entonces asumiendo que la variable k£ del teorema es mayor
o igual a cero, se tiene que

(k+ 1) Awp(Sp;i:=i+ 1,inv))V

(3k"|K" > 0 : Hy(Post))

(FE'N0O<K'<k:N-k'"<i<NAinv)V
(3K |k < K" - Hy(Post))

GKN0O<K' <k:N—k'<iAi<NAinv)V
(3| : k < K’ A Hy(Post))

(i< NAimwAGK0<K <k:N—k <i)V
(Hy (Post) A (3| : k < k"))
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(it < NAinvAN —k<i)V (Hg(Post) A True)
(: —k <iNi< N Ainv)V (Hg(Post))
(:N—kgigN/\inv)\/(ka§i§]\7/\im))
(:N—kSiSN/\inv)

|

El teorema anterior tiene la misma limitante que el teorema

de la invariancia, que pretende que se busque un predicado

invariante ¢nv sin ningin método o heuristica particular. A

continuacién se dard un teorema que sugiere un método que

permite conseguir un predicado como el que establece el
teorema anterior

Teorema 3. Sea un algoritmo con la estructura mostrada
anteriormente, € una variable distinta de N que no ocurre
en So;i:=1i+ 1 ni en Post, i no ocurre en Post, Sy es una
instruccion determinista y definiendo el predicado PostG tal
que satisfaga las siguientes ecuaciones recursivas:

e PostGle := 0] = Post

o PostG = wp(So;i =i+ 1, PostGle :== ¢ — 1]) para

0<e<k

entonces el predicado PostGle :== N — i es un predicado,

que satisface las hipotesis del caso 1 del teorema 2.

Demostracion: Instanciemos el
PostGle := N —i] con i := N

predicado

PostGle := N —i][i := N]|
=< ¢ puede ocurrir en PostG >
PostGli := N][e := N — N|
;ostG[i := N][e := 0]

=< € es una variable fresca>
PostGle := 0][i := N]
=<hipétesis>

Postli := N|

=< 1 no ocurre en Post >
Post

Por otro lado tenemos que:

(Vi|[N—k <i < N : wp(Sp;i :=i+1, PostG[e := N—i]))

(Vi|N — k <i< N :wp(So;i=i+1,
(Vele = N — i : PostG)))

(Vi|N —k <i < N :wp(So;i =i+ 1,
(Ve| : e = N — i = Post@)))

(Vi|[N —k < i< N : (Ve| : wp(Sp;i:=1i+ 1,
e =N —i= PostQ@)))

(Vi|[N —k <i < N : (Ve| : wp(Sp;i :=i+1,
€ # N — iV PostQ)))

=< Sp;i:=1+ 1 es una instruccion determinista>

(VilN —k <i < N : (Ve| : wp(So;i: =i+ 1,e # N —i)V
wp(Sp; i :=1i+ 1, PostG)))

=< iy N no se modifican en Sy y € no ocurre en Sy >

(VilN—k<i<N:(Ve|:e AN —(i+ 1)V
wp(Sp; i :=1i+ 1, PostG)))

(Vi[N -k <i<N:

(Ve| :e=N — (i +1) = wp(So; i := i + 1, Post@)))
(VilN —k<i<N:

(Vele=N — (i + 1) : wp(Sp;i := i + 1, Post@)))
(VilN—k<i<N:

(Veli = N — (e + 1) : wp(Sp; i := i + 1, Post@)))

(VilN—k<i<N:(Veli=N—(e+1) AN —k <iA
i < N :wp(So;i:=1i+ 1, PostG)))

(VilN —k <i<N:(Veli=N — (e + 1)A
N—k<N-(e+1)AN—(e+1)<N:
wp(Sp; i :=1i+ 1, PostG)))
(Vil[N—k<i<N:(Veli=N—-(e+1)Ne<k—1A
—1 < e:wp(Sp;i: =1+ 1, Post@)))

(VilN—k<i<N:(Veli=N—-(e+1)N0<e<k:
wp(Sp; i :=1i+ 1, PostG)))

=<hipétesis>

(VilN—k<i<N:(Veli=N—-(e+1)N0<e<k:
PostGle := e + 1]))
(VilN—k<i<N:(Veli=N— (e +1):

PostGle := e + 1]))

(VilN —k<i<N:(Vele=N—-(i+1):

PostGle := e+ 1]))

(_W|N—k§i<N:PostG[e =e+1][e:=N—-(i+1))])

=

i|N —k <i< N :PostGle:=N—(i+1)+1])

(VilN —k <i < N : PostGle := N — i)) [ |
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IV. EJEMPLOS

El teorema anterior sugiere un método para calcular la
precondiciéon mds débil de un ciclo del tipo que se presentd
anteriormente. La técnica consiste en aplicar el transformador
de predicados al cuerpo del ciclo y la postcondicion € veces
hasta deducir el predicado PostG. Se muestra a continuacién
un ejemplo:

A. Factorial

doi#N —
fact := fact * 1;
1:=14+1
od
{Post : N > 0A fact = (N —1)!}

La instruccion de asignacion en paralelo fact,i := fact *
1,741 es equivalente a las dos instrucciones del bloque interno
del ciclo, por lo que para resumir se va a usar la instruccién
de asignacién en paralelo en los célculos de este ejemplo.

Se aplica wp una vez al cuerpo del ciclo y a la
postcondicion:

wp(fact,i:= fact xi,i+1,N >0A fact = (N —1)!)

(:N > 0A fact = (N — 1)))[fact,i := fact xi,i + 1]

N >0A fact xi= (N —1)!

Ahora al resultado anterior se le vuelve aplicar wp
obteniendo

wp(fact,i = factxi,i+1,N > 0A factxi= (N —1)!)

(:N > 0A factxi= (N —1)))[fact,i:= fact xi,i+ 1]

N>0A fact*ix(i+1) = (N —1)!
Si al resultado anterior se le vuelve aplicar wp se obtiene:

wp(fact,i:= fact*i,i+1,N > 0A factxix* (i+1) =
(N - 1))

(N > 0Afactxix(i+1) = (N—1))[fact,i := factsi,i+1]

N>O0A fact*ix (i +1) % (i+2)=(N—1)!
y si se define

. {i(i+1)(z’—|—2)-~-(i+e—l) si €>0

b= 1 si e=0

entonces es facil demostrar por induccién, que el resultado
de aplicar wp al cuerpo de éste ciclo y a la postcondicion
N > 0A fact = (N — 1)! un nimero de ¢ de veces es igual a

N > 0A fact xi€ = (N —1)!

Por lo tanto este predicado satisface la recurrencia que define
a PostG en el ultimo teorema de la seccion anterior para
0<e<N-1.

De esta forma usando el teorema recién referenciado,
tenemos que

(N >0A fact *i€ = (N — 1)))[e := N — 1]

N > 0A fact x iV~ = (N —1)!
N >0A fact iV =1 = iN=i s (i — 1)
=< regla de cancelacion >

N >0A fact = (i —1)!

Es un predicado que satisface las hipétesis del caso 1 del
teorema 2, es decir

(N >0A fact = (i — 1)!)[i := N|] = Post

y

(Vi[N = (N-1)<i<N:

wp(fact,i = fact xi,i+ 1, fact = (i — 1)) =
fact = (i —1).

Adicionalmente si i =0 = N — ((IV — 1) + 1), entonces
wp(fact,i:= factxi,i+1,N >0A fact = (i —1)!)
N>0A factsi=((i+1)—1)!
]:V>O/\fact*i:i!

N > 0A fact 0= 0!

N>0A0=1
&>0/\False
False

Por lo que se cumple la hipdtesis del caso 2 del teorema
2 y por lo tanto la precondicién mds débil del ciclo de éste
ejemplo, es la siguiente:
N—-—(N-1)<i<NAN>0A fact = (i —1)!

que es equivalente a

1<i<NAN>O0A fact = (i —1)!

B. Sumatoria de los primeros N enteros al cuadrado

Para ejemplificar el uso de los teoremas anteriores, se
considerard ahora el siguiente algoritmo para calcular la
sumatoria de los primeros /N enteros positivos al cuadrado.

doi#N —
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suma = suma ~+ 1 * 1;

1:=1+1
od
N-1
{Post : N > 0 A suma = Zj*j}
§=0

La instrucciéon de asignacién en paralelo suma,1
suma + ¢ * i,¢ + 1, es equivalente a las dos instrucciones
que se encuentran dentro del ciclo anterior, por lo tanto para
simplificar los célculos siguientes, se usard la instruccién de
asignacion en paralelo en lugar del cuerpo del ciclo anterior.

Se Aplica el transformador wp al cuerpo del ciclo y la
postcondicion:

N-1
wp(suma, i := suma—+ixi, i+1, N > 0Asuma = Z j2)
_ J=0
- N—1
(N > 0A suma = Z §%)[suma,i := suma + i *i,i + 1]

§=0

= N-1
N >0Asuma+i*xi= Zf

=
Se aplica ahora el transformador wp al cuerpo del ciclo y
al resultado anterior

wp(suma,i:z suma+i*i,1+1, N > 0Asuma+ix*xi=

-1
>

J=0
- N-1
(N > 0Asuma+i? = Z §%)[suma,i := suma+ixi,i+1]
7=0

N-1
N >0Asuma+i*i+ (i+1)>2 232
_ J=0
- it+1
Nz()/\suma—ij Z]

Por induccién se Ij)uéde demostrar que aplicar un nimero

e de veces, el transformador wp al cuerpo del ciclo y la

postcondicién se obtiene la siguiente férmula:

ite—1 N-1
N > 0 A suma + Z §* = ZjQ
j=i §=0

Es facil demostrar despejando la variable suma, que la formula
es siempre satisfacible para cualquier valor de ¢, por lo tanto
el predicado

ite—1 N—-1
(N >0 A suma + Zj2:Zj2)[€: i]
B =i j=0
= it N—i-1 N-1
N > 0 A suma + Z :ZjQ
_ j=i §=0
= N-1 N-1
N > 0 A suma + ZjQZ ij
j=i §=0

Satisface las hipétesis del caso 1 del teorema 2 para
cualquier valor de k£ y por lo tanto la precondicién més débil

N—1
deesteejemploesi<N/\N>0/\suma+2j Zy
Esta precondicién puede refinarse aldn més hac1endo lo

] =17
siguiente:

N-1 N—1

igN/\Nzo/\sumcH-Zf: j2

B j=i §=0

- N-1 N-1

1< NANZ>O0Asuma = §% - 52

B §=0 j=i

- i1

i<NAN>OA(i>0=suma= Y j°%)
§=0

/\(i<0ésuma:72j2)
j=i
i—1
i<N/\N>O/\3uma:Zj

— Zj

Esta precondiciéon dice que el ciclo puede empezar desde
un indice ¢ con valor negativo, pero para eso la variable sum
debe ser inicializada en el ciclo con el valor negativo

0
- Zj27
Jj=1

para que en cada iteracion le sea sumada una cantidad positiva,
hasta que su valor llegue a ser positivo e igual al valor que
indica la postcondicion.

V. TEOREMAS COMPLEMENTARIOS

A continuacién se presenta un teorema y corolario cuyas
demostraciones son andlogas a las que se presentaron anterior-
mente.

Sea un algoritmo con la estructura

doi# N —
So;
1:=1—1

od

{Post},

donde las variables ¢ y N no son modificadas en Sy.

Teorema 4. Sea un algoritmo con la estructura que se
presenté arriba y k, k' variables que no ocurren en Sy 'y Post,
entonces:

si existe un predicado inv tal que inv[i := N] = Post y
(Vi|lN < i < N +k : wp(So;i:=i— 1,inv) = inv), donde
las variables k, k' no ocurren en inv, entonces

Hy (Post)=N <i < N+K Ninv

para todo k' tal que 0 < k' < k.
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Adicionalmente si wp(Sp;i := i — 1,inv) = False cuando
i =N+ (k+1), entonces

Hy.1(Post) = Hy(Post)

Corolario 3. Si un predicado inv cumple con las hipdtesis
del caso 1 del teorema 4 para todo k y no cumple la hipotesis
del caso 2 del mismo teorema, entonces

wp(do By — Sp;i:=1—1 od, Post) = N < i Ainv

por otro lado, si cumple con las hipdtesis de los casos 1y 2,
entonces

wp(do By — Sp;i:=i+1od, Post) = N <i < N+kAinv

Definicion. La funcion rampa se define de la siguiente man-
NS VTN B si 1<N
era: V(1) N si iSN
La guardia de todos los ciclos que se han estudiado hasta
ahora es ¢ # N, si la intercambiamos por ¢ < N, la
precondicion mas débil es ligeramente distinta. El siguiente
teorema proporciona un resultado al respecto.

Teorema 5. Sea el algoritmo con la estructura

doi <N —
So;
=1+ 1

od

{Post},

donde la variable i y N no son modificadas en Sy.
Si k, k' son variables que no ocurren en Sy y Post,
entonces:
1) si existe un predicado inv tal que inv[i :== N| = Post
y (Vi|N —k <i < N :wp(Sp;i:=1i+1,inv) = inv),
donde las variables k, k' no ocurren en inv, entonces

Hy (Post) = N — k' <iAinvli := r™) ()]

para todo k' tal que 0 < k' < k.
2) Adicionalmente si wp(Sp;i = i + l,inv) = False
cuando i = N — (k + 1), entonces

Hj.11(Post) = H(Post)

Demostracion: Se demuestra por induccién sobre k'
suponiendo que ¥’ < k y que k' y k son variables que no
ocurren en inv, Sy y Post.

Caso 1 k' =0

Hk/(POSt)
=<k =0>

(¢ =N A Post) V (i > N A Post)
=<hipétesis>

(N <i< N Ainvfi:= N])V (i > N A Post)
=<hipdtesis>

(N <i< N Ainwli:== N]) V(i > N Adnv[i := NJ)
=< r(N) (i) = N por definicién>

(N <i < N Adnvli = rM @)V

(i > N Adnvli == r®)(5)))

=<k =0>

(N -k <i< N Ainwfi :=rMN(@)])v

(i > N Adnvfi == r(5)))

— k' <i< NVi>N)ANinw[i :=rN)(5))]

If ’i If

N — K <inNinvfi == rN) ()]

A continuacién se supone que el teorema es cierto para
k' — 1y se demuestra para k'’

Hj (Post)

Hy(Post) V (i < N Awp(So;i =i+ 1, Hp_1(Post)))
=<hipétesis inductiva>

Hy(Post) V (i < N ANwp(So;i:=1i+1,

N — (K —1) <iAinvli == rN()]))

]TJO(Post) V(i < NAwp(So;i:=1i+1,
N — (K —1) < i) Awp(So;i =i+ 1,inv[i := rN)(i)]))

=< iy N no se modifican en Sy y k' no ocurre en Sy >
Ho(Post) V(i< NAN — (K —1) <i+ 1A
wp(So;i := i+ 1,invfi := r)(i)]))

Ho(Post)V (i < NAN — K < in

wp(Sp; i := i+ 1,invfi := rMNV)(i)]))

=< r(N)(4) = i por definicién>

Hy(Post)V (i < NAN =K <iAwp(So;i:=1i+1,inv))
=<hipétesis>

Ho(Post)V (i < NAN =k <iNinv)

=< (M) (i) = i por definicién>

Hy(Post) V (i < NAN — k' <iAinvfi := rN(i)])
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(i > NAPost)V (i< NAN =K <iNinvfi :=rN)(5)])

=<hipétesis>

(¢ > N Ainvli := N])V

(i< NAN—FK <iA
invfi ;= r™(4)])

=< rW)(j) = N cuando i > N >

(i > N Ainvfi == rMN @)V (i< NAN -k <in

invfi :== r™()])

Tsz@<NAN E < i) Adnoli == rN(3)]

ZV—HSQAMMh:NMUH

Si wp(Sp;i:=i+1,inv) = False cuando i = N — (k+1)
entonces

Hy 1 (Post)

I:—IO(Post) V(i < N Awp(So;i =i+ 1, Hy(Post)))

=<caso 1 del teorema>

< N Awp(Sp;i:=i+1,N —k <iA

i @)

Ho(Post) V (i < N Awp(Se;i =i+ 1, N — k < i)A
wp(So; i := i+ 1,invfi := rV)(i)]))

HO(Post) (7
invli == )

=< iy N no se modifican en Sy y k£ no ocurre en Sy >

Hy(Post) V(i< NAN—k <i+1A
wp(So;i := i+ 1,invfi := rN)(i)]))

Eomlll

(Post) V(i< NAN—k—1<iA
_p(So;i =i+ 1, invfi == r(N)(i)]))
Ho(Post)V (i < NAN — (k+1) <in
gp(So;i =i+ 1, invfi == r(N(7)]))
Ho(Post)V (i < NA(i=N—(k+1)VN —k < i)A
Qﬁp(SO;i =i+ 1, invfi == rN)(i)]))
Ho(Post)V (i < NAi=N — (k+ 1))V
(l < NAN—k < i))Awp(So;i := i+1,invfi := r(N)(i)]))
Ho(Post) v (i < N Ai = N — (k + 1A
wp(So;i =i+ 1,inv[i :== r™)(5)]))V
(i < NAN —k < inuwp(Sozi = i+ 1, inofi == r) (0)])

|
A

BN
3

(1) =4 cuando ¢ < N >

H()(POSt)\/(i <NANi=N —
wp(So;i:=1+ 1,inv))V
(t< NAN =k <iANwp(Sp;i:=i+1,inv))

(k + 1A

=<hipétesis>

Hy(Post) V(i< NANi=N —
i< NAN—k<i~Ninv)

(k+1) A False)Vv

—~

o(Post) V FalseV (i < NAN —k <iAinv)

o(Post) V(i < NAN —k <iANinv)

L~~~ 1

> NAPost)V(i<NAN—k<iAinv)
=<hipétesis>

(t>NANinw[i:=N))V(E<NAN—k <iAinv)

=<rM@E) =Nsii>NyrM@G)=isii<N >

(i > N Ainvli == rN)(i)])v

(i< NAN =k <iNinv[i:=rN(i)])
ZZNV@<NAN—k§MAmW:wWWﬂ
;—kgiAmwm:MMun

I:{k(Post) [ |

La demostracion del siguiente corolario es andloga a la del
corolario 2.

Corolario 4. Si un predicado inv cumple con las hipotesis del
caso 1 del teorema 5 para todo k y no cumple con la hipdtesis
del caso 2 del mismo teorema, entonces

wp(do By — Sp;i:=1i+ 1 od, Post) =

invli == rN ()]

por otro lado, si inv cumple con las hipétesis de los casos 1
y 2, entonces

wp(do By — Sp;i:=1i+ 1 od, Post) =
N —k <iAinvfi == r®)(3)]

Nota. Como las hipotesis de los casos 1y 2 del teorema 5
son las mismas que la de los casos 1y 2 del teorema 2, y para
el caso del ejemplo de factorial, el predicado

(i—1)!

satisfacia dichas hipdtesis, entonces segin el corolario 4
se tiene que para el mismo algoritmo pero sustituyendo la
guardia por © < N, la precondicion mds débil del ciclo seria

(r M (i) —1)!

N > 0A fact =

1<iA fact =
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VI. CONCLUSIONES

Los teoremas aqui presentados son un pequeflo aporte para
el desarrollo de un célculo efectivo para la correccién de
programas. Desarrollar técnicas de cdlculo que simplifiquen
el trabajo en el drea de correccién de algoritmos, es una tarea
dificil. Sin embargo, los ejemplos aqui presentados muestran
que usando los teoremas adecuados, es posible conseguir la
precondiciéon mas débil de ciertas instrucciones Do de una
forma répida y formal. Por esta razon, si los esfuerzos de los
investigadores se concentraran en desarrollar teoremas como
estos, la correccidén de programas pasaria a ser en la practica,
un tema de interés a nivel de ingenieria, que impulsaria a la
ciencia de la computacién a niveles de exactitud y robustez
mucho mayores de los de hoy en dia.
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