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Resumen—En este trabajo se presentan nuevas propiedades
algebraicas del transformador de predicado wp sobre los ope-
radores A, V, -, = V, J, min y maz, demostrados indepen-
dientemente del lenguaje de programacion, usando propiedades
generales de la semantica denotacional de los lenguajes.

Adicionalmente se muestra un resultado que habla sobre la
decidibilidad y cerradura del transformador de predicados wp
sobre el lenguaje de programacion GCL y usando aserciones
escritas en el lenguaje de la teoria de conjuntos de Zermelo-
Frankel-Skolem. En este trabajo se muestra que calcular wp de
una instrucciéon de GCL y una asercién escrita en el lenguaje ZFS,
es decidible y es otra asercion escrita en ZFS. No necesariamente
se puede decidir el valor de verdad de dicha asercion resultante
de calcular wp, aun teniendo todos los valores de sus variables
libres, por lo que el resultado no contradice la indecidibilidad del
problema de la parada.

Palabras Clave—Precondicion mds débil; Semdntica denota-
cional; Decidibilidad; GCL.

I. INTRODUCCION

La légica de Dijkstra [1] para la correccién de programas
se basa en el transformador de predicados wp (weakest pre-
condition), que es badsicamente una funcién sintdctica de dos
variables que devuelve de forma simbdlica la precondicién més
débil de una instruccién inst dado una postcondicién Post
(usando la notacién clasica de funciones de dos variables, la
notacién wp(inst, Post) se refiere al resultado de aplicarle
a la funcién wp, los argumentos inst y Post, este resultado
es la precondicién mds débil, simbdlicamente hablando, de la
instruccién inst con la postcondicién Post). El uso sucesivo
de wp permite ir calculando precondiciones mas débiles entre
instruccidn e instruccion, desde el final del programa hasta el
inicio.

Dijkstra en [1] establecid las reglas que definen la funcién
de transformacién sintactica wp segun el parrafo siguiente:

SiB,By,...,B,yS,S0,...,5, son expresiones booleanas
e instrucciones del lenguaje GC'L respectivamente, si se abre-
via IF y Do como las instrucciones i f By — Sol] ... [|Bn —
S, fi'y do B — S od respectivamente y si se denota
domain(By, ..., B,) como un predicado que de satisfacerse
en un estado, ninguna de las expresiones B;, al evaluarse en
ese estado, incurren en una operacion ilegal (como dividir entre
0), entonces:

wp(SKIP, Post) := Post

o wp(Yiyy--- Vi, := Expy,...,Expy, Post) :=
domain(Expy, ..., Expg) A
Postlyi,,- -, yi, == Expi,..., Expg]

o wp(Sp; S1, Post) := wp(So, wp(S1, Post))

o wp(IF, Post) :== domain(By,...,Bp) A
(Bo V-V By,) A (By = wp(So, Post)) A ...
A (B = wp(Sy, Post))

e wp(Do, Post) := (Ik|k > 0 : Hy(Post))

en donde Hy(Post) es un predicado que satisface las
ecuaciones:

Hy(Post) = domain(B) A =B A Post
Hy(Post) =
Hy(Post) V (domain(B) A B A wp(S, Hi_1(Post)))

para k > 1

La definicién recursiva anterior de Hy(Post), tiene la
desventaja de que la regla que define a wp para la instruccién
Do esta escrita en 16gica de segundo orden, por lo que no es
aplicable directamente. Es necesario resolver la recurrencia de
féormulas Hy,(Post) primero, antes de aplicar la regla de wp
para el Do, y también es necesario demostrar que la solucién
a esa recurrencia se puede escribir en el mismo lenguaje
en que esta escrito Post, esto con el objetivo de demostrar
que la funcién sintdctica wp(S,.) es cerrada con respecto al
lenguaje en que se escribe las aserciones (Es decir que si una
postcondicion Post esta escrito en cierto lenguaje, entonces
wp(S, Post) es equivalente a una férmula escrita en el mismo
lenguaje).

Por otro lado existe un algebra del transformador de predi-
cado wp sobre los operadores A, V y =, determinada por las
siguientes reglas

o wp(S, false) = false

e wp(S,PAQ)=wp(S,P)Awp(S,Q)

o wp(S,PV Q) = wp(S,P)V wp(S,Q) si S es una

instruccion deterministica

e Si P = @, entonces wp(S, P) = wp(S, Q)

En este trabajo se demuestran propiedades del dlgebra de
wp distintas a las anteriores.
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A. Contribucion

Asumiendo que las aserciones de este trabajo se escriben
en el lenguaje de la teorfa de conjuntos de Zermelo-Frankel-
Skolem, se demuestra la cerradura de wp(S,.) sobre este
lenguaje para cualquier instruccién .S de GCL. Adicionalmente
se muestra que, usando el teorema de las definiciones recursi-
vas de la teorfa de conjuntos, si se tiene un predicado Post,
se muestra de forma constructiva una férmula en ZFS que es
equivalente a wp(S, Post), demostrando que el problema del
calculo de wp es decidible sobre el lenguaje ZFS.

El problema de la parada para la instruccién S, es equi-
valente al problema de conocer el valor de verdad de la
asercién wp(S, true) conociendo todos los valores de las
variables libres de wp(.S, true) (que corresponden a los valores
del estado inicial del programa antes de la ejecucién). La
decidibilidad del cédlculo de wp(.S, Post) sobre el lenguaje ZFS
no es una contradiccién a la indecidibilidad del problema de
la parada, ya que el problema de conocer el valor de verdad de
la asercién resultante de escribir wp(S, Post) en el lenguaje
de la teoria de conjuntos de ZFS, teniendo todos los valores
de las variables libres de la asercion, no es decidible, ya que
la férmula puede contener combinaciones de cuantificadores V
y 3 sobre conjuntos infinitos, obligando a que la tnica forma
de conocer el valor de verdad de la asercion sea haciendo una
demostraciéon matematica elaborada, y el problema de decidir
si una férmula es un teorema de ZFS, no es decidible.

Por otro lado en este trabajo usando seméntica denotacional
se demuestran propiedades algebraicas del transformador de
predicados wp sobre los operadores A y V, cuando uno de los
predicados en conjuncién o disyuncién no es modificado o es
modificado deterministicamente por wp(S, .). También se de-
muestran propiedades algebraicas de wp sobre los operadores
-, =V, 3, min y mazx.

B. Trabajos Relacionados

Originalmente en [1] la definicién recursiva de wp que se
expuso al inicio no incluia la funcién sintictica domain en
sus reglas, esto fue corregido en [2], donde lo incorpora a la
regla de wp de la asignacidn, pero no en las demds reglas
como se defini6 al inicio de la introduccién. Una justificacién
de la incorporacion de domain en las reglas de wp del IF
y Do, se encuentra en [3], donde se hace una revisién de la
semantica denotacional de GCL incluyendo el estado abort.
La funcién sintictica domain, aplica sobre expresiones, pero
su incorporacién en las reglas de construcciéon de wp del IF
y Do, traen dificultades adicionales que no se tenian en [2].
Para manejar estas dificultades, en [4] se definié la funcién
sintactica support, que viene siendo el andlogo a domain,
pero aplica sobre instrucciones en lugar de expresiones.

Gracias a la incorporacion de la funcién sintdctica support
en la teoria de wp, es posible demostrar algunas propiedades
algebraicas nuevas del transformador de predicados wp,
dichas demostraciones se encuentran en este trabajo usando
propiedades generales de la semantica denotacional, de esta
forma los resultados de estas propiedades algebraicas no
dependen del lenguaje de programacién usado. Algunas de
las propiedades algebraicas de wp que se enuncian aqui, ya

fueron enunciadas en [5], en donde se afirma que las demostra-
ciones se pueden realizar usando induccién estructural sobre
el tamafio de la instruccién, pero dichas demostraciones no se
encuentran en [5].

Por otro lado en [6] se demuestra un teorema de cerradura
del transformador de predicados wp(S, Post) sobre el lenguaje
de la aritmética de Peano. La demostracién muestra una forma
constructiva de resolver la recurrencia Hy(Post) usando las
funciones 5 de Godel, lo cual demuestra que el cédlculo de
wp(S, Post) es decidible sobre el lenguaje de la aritmética.
En [4] se tom6 la misma idea de [6] pero resolviendo
la recurrencia Hy(Post) usando la versién numerable del
teorema de recursidn transfinita que es conocido, como el
teorema de las definiciones recursivas, sin embargo en [4] no
se toma en cuenta el aspecto constructivo del teorema de las
definiciones recursivas y por lo tanto no se mostré un resultado
de decibilidad del célculo de wp. En este trabajo se retoma la
demostracion de [4] considerando los aspectos constructivos de
la demostracidn con el objetivo de demostrar la decidibilidad
del célculo de wp sobre el lenguaje de la teorfa de conjuntos
de ZFS.

En el drea de derivacion automdtica de invariantes
ha habido un interés reciente en los ultimos afios
[71[81[91[10][11][12][13][14][15], adicionalmente existen apli-
caciones como [16][17] que pueden calcular invariantes para
ciclos donde las expresiones de las asignaciones del cuerpo del
ciclo son todas lineales o traducibles a sistemas de transicion
lineales, de igual forma en [18] se encuentra otra técnica
que es aplicable sé6lo a ciclos donde el cuerpo es traducible
a una transformacién afin de espacios vectoriales. Aplica-
ciones basadas en légica de Hoare y separacion tenemos a
[19][20][21] y basadas en wp se encuentra [22], sélo que
funciona para programas no estructurados.

El resultado sobre la decidibilidad del calculo de wp abre
posibilidades en el campo de la derivaciéon automadtica de
invariantes para algunos casos, ya que una precondicién maés
débil de un ciclo es un invariante. Sin embargo, la precondicién
mas débil obtenida del teorema de decidibilidad, no es en
general una asercion cuyo valor de verdad es decidible cuando
se tienen todos los valores las variables libres de la asercion,
de esta forma no siempre es practico usar este teorema de
decidibilidad para derivar automdticamente un invariante, y
mds aun si se cuenta con alguna otra técnica, que en el caso en
cuestién, pueda calcular un invariante equivalente y decidible
(que el valor de verdad de la féormula sea decidible cuando se
tienen todos los valores de las variables libres de la asercion).

C. Estructura del Articulo

A continuacién se presentan tres secciones de las cuales,
en la primera de ellas se exponen todas las definiciones de
semantica denotacional de [3] necesarias para demostrar los
teoremas de las siguientes secciones. En la seccién siguiente,
se demuestran nuevas propiedades algebraicas del transfor-
mador de predicados wp. En la udltima seccién se demuestra
el teorema que afirma que el calculo de wp sobre GCL y la
teoria de conjuntos es decidible sobre el lenguaje de la teoria
de conjuntos de ZFS.
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II. SEMANTICA DENOTACIONAL DE UN LENGUAIJE DE
PROGRAMACION

Algunas de las propiedades del transformador de predicados
wp que se encuentran en la siguiente seccidn, se enunciaron
por primera vez en [5], donde se afirma que su demostracién
se hace por induccién estructural sobre el tamafio de la
instrucciéon. Demostrar propiedades por induccién estructural
tiene la desventaja de que la demostracién depende de las
instrucciones que tenga el lenguaje GCL, es decir, si en un
futuro se extiende el lenguaje GCL con nuevas instrucciones,
entonces seria necesario revisar todas las demostraciones por
induccién estructural que se han hecho en la teoria, para incluir
los casos correspondientes a las nuevas instrucciones.

Demostraciones independiente al lenguaje de programacion
son posibles usando semantica denotacional, en donde se con-
sideran s6lo las hipétesis generales que tiene una interpretacion
de una instruccién. A continuacién se presenta un resumen
de la semantica denotacional para lenguajes de programacion
propuesta en [3].

Definicion (Espacio de Estados del Algoritmo). Se considera
el siguiente algoritmo

[Const T : T;
Vary: T
S

]

Donde S es el cddigo del algoritmo, T es la lista de constantes
del algoritmo y T' es la lista de tipos de cada @, Y es la lista
de variables del algoritmo y T" es la lista de tipos de cada 7.

SiT="T,,T5,...., T, yT' =T,11,Thy2,...,T,, enton-
ces se define el espacio de estados del algoritmo anterior como

n’
Iz
i=1
Ejemplo. Se considera el siguiente algoritmo:

[Const n : Entero;
Var z : Real;
z : Real,
S
]

Como las constantes y variables del algoritmo son n, x y
z de tipos Entero, Real y Real respectivamente, entonces el
espacio de estados del algoritmo anterior es 7. x R x R.

Ejemplo. Se considera el siguiente algoritmo:

[Const n : Entero;

Var A:arreglo [3..7) de Reales;
z : Real,;

S

]

Como un arreglo de tipo T, es una funcion de una parte de
los enteros a T, entonces el espacio de estados del algoritmo
del ejemplo es 7. x R37) x R

Notacion. En un algoritmo con espacio de estados FEsp se
denotard como ¥ a la lista de constantes y variables que se
encuentra en el orden en que fueron declaradas, es decir, ¥ =
Z||y, donde T y Y son las listas de constantes y variables
de la definicion de espacio de estados y || es el operador de
concatenacion de listas.

Notacion. Para simplificar la notacion, el vector () = (T,7)
se denota simplemente como Z, por lo que la notacion T puede
entenderse segtin el contexto como una lista de variables de
tipo sintdctica T||y, 6 como una tupla (T,7).

Definicion. Sea un algoritmo con espacio de estados Esp 'y se
toma un elemento abort ¢ Esp, entonces se define el espacio
de estados extendido al abort como Esp’ := EspU {abort}

Un algoritmo ademds de la descripcién del espacio de
estados consta de frases del lenguaje que se llaman instruc-
ciones y dentro de las instrucciones se encuentran otras frases
llamadas expresiones de tipo 7' (donde 7' es un conjunto).
Dichas frases se interpretan denotacionalmente con la funcién
de interpretacién £. Dicha funcién de interpretacion toma
una expresion Exp sintdcticamente hablando y devuelve una
funcién con rango en T, que se denota E[Exp].

Definicion. En un algoritmo con espacio de estados Fsp, una
expresion Exp de tipo T, es una frase del lenguaje que se
interpreta como una funcion

E[Exp] : Dom(E[Exp]) C Esp — T.

Nota. Se deja abierta a cualquier posibilidad la sintaxis de
las expresiones y el valor de su funcion de interpretacion, ya
que la teoria que aqui se desarrolla es vdlida para cualquier
tipo de expresion y funcion de interpretacion.

Notacion. De ahora en adelante para abreviar se denota a la
interpretacion de la expresion Exp evaluada en & por Exp(%),
en lugar de E[Exp|(Z) y se denota el dominio de la expresion
por Dom(Exp) en lugar de Dom(E[Exp]).

Notacion. Dada una expresion Exp dentro de un algoritmo
con espacio de estados Esp, se denota como domain(Exp)
a una férmula con variables libres ¥, tal que

Dom(Ezp) = {Z € Esp|domain(Ezp)}

y si Fxpq,..
definiremos

., Exp,, son expresiones del mismo algoritmo

domain(Expy, ..., Expy,) :=

domain(Expi) A - -+ A domain(Expy,)

A continuacién se define el concepto de instruccién e
interpretacién de la misma. Para dar semdntica denotacional
a las instrucciones, se usard una funcién de interpretacién
que se denota C, dicha funcién recibe una instruccién S
sintacticamente hablando y devuelve una interpretacién, que
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se denota como C[S], que no es mds que una relacién de la
teoria de conjuntos.

Definicion. En un algoritmo con espacio de estados FEsp una
instruccion S es una frase del lenguaje que se interpreta como
una relacion

C[S] : Esp’ — Esp

tal que el dominio de C[S] es todo Esp/,
C[S]({abort}) = {abort}

o =7z si (2',y) € CIS]({(z,9)}) y o’ € T.

Ejecutar esta instruccion para unos valores iniciales x se
entiende como evaluar la relacion anterior en los valores I
donde la salida de la ejecucion pudiera ser cualquier imagen
del punto .

Adicionalmente, se define el soporte supp(C[S]) como el
conjunto de los estados que no resultan en un abort al ejecutar
la instruccion, es decir,

supp(C[S]) := {Z € Esplabort ¢ C[S]({7})}

Nota. Note que como el dominio de C[S] es todo Esp
entonces, C[S]|({z}) # 0 para todo x € Esp’

Definicion. Si T y g son la lista de constantes y variables de un
algoritmo A en el orden en que fueron declaradas, Y una lista
de variables distintas a T y 7y, Yy una lista de valores de tipos
iguales a las variables Y, S una instruccion, Pre(T,5,Y) y

Post(Z,y,Y) predicados que solo tienen como variables libres

a® yyY ylas familias de conjuntos

Domyy := {(Z,7) € Esp|Pre(z,7,Y)}

Rgoy:= {(T,7) € Esp|Post(Z,7,Y)},

entonces una tripleta de Hoare dentro del algoritmo A es un
predicado que tiene la forma

{Pre(z,7,Y)}S{Post(z,7, Yo) }
y es verdadera si y solo si
C[S](Domy;) € Rgoy-

Notacién. En caso en que Pre 'y Post no tengan valores fijos
instanciando las variables libres Y, entonces la tripleta

{Pre(2,Y)}S{Post(Z,Y)}
es una abreviacion de
(VY| : {Pre(Z,Y)}S{Post(Z,Y)}),

es decir, que para cada instancia Yy de valores fijos para las
variables Y, se tiene que

{Pre(%,Yy)}S{Post(Z,Yy)}
es verdadera.

Nota. Como Y es una lista de variables ligadas en el predi-
cado {Pre(Z,Y)} S{Post(Z,Y)} segiin la notacion anterior,

entonces el nombre de de éstas no importa 'y pueden cambiarse
seguin convenga.

Nota. Como Domy- := {i € Esp|Pre(Z,Y)} y Rgoy :=
{Z € FEsp|Post(Z,Y)}, entonces para evitar redundancia
se convendrd que en Pre(Z,Y) y Post(Z,Y) no aparece el
predicado ¥ € Fsp, y dicho predicado siempre se tomard
como una hipdtesis sobrentendida.

Definicion. Sea R una relacion de A x By un subconjunto
Rgo C B, entonces

M :={z € A[R({z}) # 0 A R({x}) € Rgo}
se denomina como “dominio mdximo de R con rango Rgo”.

Lema 1. Dado un algoritmo con espacio de estados Esp,
una instruccion Sy un predicado Post(Z,Y) con ¥ € Esp y

Yy lista de valores del mismo tipo que Y, entonces el dominio
mdximo de C[S] y Rgoy- es igual a

{Z € Esp|¥ € supp(C[S])A o
(vy‘ HYUAS Rs rsupp(C[[S]]) ({f}) = POSt(ya}/O))}

Donde Post(y,Yy) es una notacién simplificada que sig-
nifica o o o
(F'|ly = (Z,y') : Post(Z,y',Yo))
Demostracion: Ver [3] [ |

Definicion. Dado un algoritmo cuyo espacio de estados es
Esp con lista de constantes y variables igual a Z y la tripleta
{Pre}S{Post} tiene como variables libres distintas a las
del espacio de estado a Y, entonces se dice que Pre es
una precondicion mds débil de S y Post si y sélo si {Z €
Esp|Pre(Z,Yo)} es el dominio mdximo de la relacion C[S]
con rango Rgoy para cualquier valor Yy de las variables
libres Y.

Nota. Segiin la definicion anterior la precondicion mds débil
de la instruccion S'y Post es equivalente a

Z € supp(C[S])A _
(vy‘ Yy e RS rsupp(C[[S]]) ({f}) = POSt(y’Y))}

De modo que en el lenguaje de la teoria de conjuntos,
el predicado wp(S, Post(Z,Y)) es equivalente al predicado
anterior.

III. NO DETERMINISMO Y PROPIEDADES DE wp Y
support

En esta seccién se introduce la funcién de tipo sintictica
support, que es andloga a la funcién domain salvo, que
support aplica a instrucciones mientras que domasin aplica a
expresiones. Incluir en la teorfa del transformador de predi-
cados wp a la funcién sintictica support, tiene la ventaja
de que con su ayuda, pueden enunciarse propiedades de tipo
algebraicas de wp sobre operadores como —, = min y max.

Los siguientes teoremas son propiedades algebraicas del
transformador de predicados wp, los lemas principales serdn
demostrados usando aserciones escritas en el lenguaje de la
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teorfa de conjuntos de ZFS y usando la férmula de pre-
condiciéon mas débil que se deduce de la semantica denota-
cional al final de la seccién anterior. Dicha férmula tiene la
ventaja de ser independiente del lenguaje de programacion,
ya que sélo usa el concepto general de interpretaciéon de una
instruccién C[S], sin usar hipétesis de como es el compor-
tamiento especifico de la instruccién S al ser interpretada.

Lema 2. wp(S, P A Q) = wp(S, P) Awp(S, Q)

La interpretacién de la instruccién S es una relacién C[S], si
esta relacioén es deterministica con respecto a las coordenadas
i1,...,%, entonces la relacién se comporta como una funcién
sobre esas coordenadas. Dichas funciones se les pondra el
nombre de “funciones componentes” y se denotard como
C[S]’ a la funcién componente de la coordenada j.

Ejemplo.
[Const z : Real;

Var y: Entero;

z: Real,;
ify>0 —
Y=Yy
z:=z/x

Jy=3 —

Yy =3
z:=z/x

fi

]

Denotemos el cuerpo del algoritmo anterior por S. El
espacio de estados Esp del algoritmo es R x Z x R, por
lo tanto si ¥ € FEsp, entonces T es de la forma (z,y,z)
en donde la tercera coordenada es modificada por C[S] de
forma deterministica. De esta forma, la tercera coordenada es
gobernada por la funcion componente

CIS]? : supp(C[S]) CRXxZ xR =R
z

C[[S]S(x,y,z) = E

y todo elemento perteneciente a C[S]|({(z,y,2)}) con
(x,y,2) € supp(C[S]) es de la forma

(z,y",CIST (2, ¥, 2))
para algiin iy’ € 7

Lema 3. Sean T y Y la lista de constantes y variables
declaradas en un algoritmo respectivamente y Y una lista
de variables de especificacion. Sea S una instruccién que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables y;,,...,y;, de la lista . Sea () un predicado
y P(Z,yi,,---,Yi,,Y) un predicado que sélo depende de
TyYiyy--- 7yik,7, entonces

i, Y)VQ(7,3,Y)) =
Z € supp(C[S])A
(P(z,C[S]"(Z),...,C[S]*(%),Y) v wp(S,Q(F,7,Y)))

(
Donde C[S]’(%) es la funcion componente de C[S] en la
coordenada j

’UJp(S,P(f, Yiys oo

Demostracion: Segun la dltima férmula de la seccién an-
terior se tiene que la precondicién mas débil de una instruccién
S'y la postcondicién Post es equivalente a

(@,9) € supp(C[S])A
(Vy| Yy e C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(575)}) =
(ay‘y = (§7y> : POSt(Ea ya ?)))
Como la interpretacién C[S] de la instruccién S modifica
las coordenadas i1, . . ., %} de forma deterministica con las fun-

ciones componentes C[S]% (), entonces el predicado anterior
es equivalente a:

(@,7) € supp(C[S]A
(Vy| HEAS C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(575)}) =

(Elylla tee 7y21—1ay£1+1a tee 7y;k—1ayz/'k+17 cee 7y;n‘
y=(T,y1,... ,ygrl,C[[S]]i1 (@),... ,ygrl,C[[S]]i’“ (), ...,y
Post(Z,yy, ..., yi, _1C[S]" (@), ..., ¥}, _1,C[S]™(Z),....Y)))

Si la postcondicion Post es P(Z,yi,,- -, Yip, Y )V

Q(Z,y,Y), entonces la precondicion mas débil de la
instruccién S con esta postcondicion es equivalente a:

(7,7) € supp(C[S]A
(Vyl ‘Y e C[[S]] rsupp(C[[Sﬂ) ({(§7§)}) =

(GYLs Y15 Y410+ Vi1 Vi 1o -+ Y
y =T y1s 4,1, CIST (@), 47,1, CLST™ (D), sy
P(z,C[S]" (Z),...,C[S]* (%), Y)V
Q@,y1, -, CIST" (@), 45,415 - - CIST™* (@) Yy g1s -+ U Y)))
(@,7) € supp(C[ST)A
(Vy| : y € CIS] Tsuppicrsy {(@T)}) =
P(z,C[S]"(),...,C[S]* (&), Y)V
(Elyllv"'7y;1713y1{1+17"'7y2k717y§k+17"'7y;n‘
y =Ty ¥, 1, CIST (@), 47,1, CIST™ (D), -+ sy
Q@ Y1, i, —1,CISI* (@), -+, 45, 1, CLST™ (@), - Yy V)

(@,79) € supp(C[ST)A
(Vy| 1y € C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(fvy)}) =
P(z,CIS]" (&),....CISI™(2),Y)V(Ey'ly = (,¥) : Q@ ¥, Y)))
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(@,7) € supp(C[SPHA
(Vy| ) ¢ C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(Ea y)})\/
P(z,CIS]"(@),....CIS]™ (@), Y)VEy'ly = (7.¥) : Q@ ¥, Y

(z,7) € supp(C[SDA
(P(@,CIS]" (@), -...CISI™ (@), Y)V
(Vyl =y & CIST Tsuppccrsny (@ 7)HV
FW'ly = (@,y): Q@ y,Y))))

(@,7) € supp(C[S)A
(P(z,C[S]"(2),...,C[S]™(@),Y)V
(Vy| : y € CLS] Tsuppccrsny (T )}) =
'y = (@.9): Q@ y.Y))))

=<pA(gVr)=pA(gV(pAT)) >

(7,7) € supp(C[S]) A (P(z,C[S]" (Z),...,C[S]"*(F),Y)V
((fa g) € SUPP(C[[S]])/\(V?A HYTAS C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(fvy)}) =
'y = (@) : QT v,Y))))

=<Lema 1>

(@,7) € supp(C[S])A

(P(@,C[S]" (2),....CISI™* (2),Y) V wp(S,Q(7,7,Y)))

Lema 4. Sean T y Y la lista de constantes y variables
declaradas en un algoritmo respectivamente y Y una lista
de variables de especificacion. Sea S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables Y, , ..., y;, de la lista . Sea P(T,Yi,,- - Vi, Y)
un predicado que sélo depende de T,y;,, ...,y ,Y, entonces

’U.)p(S, P(Ta Yigye o >y1ha?)) =
7 € supp(C[S]) A P(z,C[S] (2), ... ,C[S]™ (@),T)

Donde C[S]’(Z) es la funcion componente de C[S] en la
coordenada j

Demostracion: Inmediato tomando () como false en el
Lema 3 y usando wp(S, false) = false ]

Lema 5. Sea S una instruccion (deterministica o no) tal que
se comporta de forma deterministica sobre las variables del
predicado PV @, entonces

wp(S, PV Q) = wp(S, P) V wp(S,Q)

Demostracion: Si P depende de 7, Y y de las variables
Yiys---»Yi, ¥ @ depende de Z, Y y de las variables
Yjrs -+ Yj» ENLONCES:

))) wp(37 P(fu Yigy- o 7yik7?) \ Q(E, yj17 cee 7yjk/7?))

=<Lema 4>

% € supp(C[S]) A (P(z,C[S]"(2), ...,C[S]™*(2),Y)V

Q@ C[S]* (@), ....C[SP¥ (%),Y))

(7 € supp(C[S]) A P(@,C[S]"* (Z),...,C[S]™(Z),Y))V
(7 € supp(C[S]) A Q(x, C[S]* (), ..., C[S]¥ (%), Y))
=<Lema 4>

wp(S, P) V wp(S, Q) [ ]

Lema 6. Sea P un predicado y S una instruccion que no
modifica los valores de las variables de P, entonces

wp(S, P) = support(S) A P

donde support(S) es un predicado que depende de las con-
stantes y variables declaradas en el programa, tal que un
estado lo satisface si 'y solo si la instruccion S no aborta
al ser ejecutado en dicho estado.

Por ejemplo true es un predicado que para cualquier
S, se tiene que S no modifica sus variables, por lo
que una forma de calcular support(S) es calculando
wp(S,true) = support(S) A true = support(S). Por
ejemplo si S es la instruccion

ifa>—-3—
b:=b/a

Ja<-3—
b:=2

fis

entonces
wp(S, true)

—3 = domain(b/a) A true[b := b/a])A
=3 = truelb := 2])

== IH
INV

a>—3=a#0)Atrue

Con lo que support(S) =a > —-3=a #0.
A continuacién se demostrard el Lema 6.

Demostracion: Si P depende de T, Y y de las variables
Yiyy - -5 Yis» CNLONCES
wp(S,P(E, Yigye-- 7y7k7?))

=<Lema 4>
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7 € supp(C[S]) A P(7,C[S]** (%), ...,C[S]*(Z),Y)

Como la instruccién S no modifica los valores de las
variables y;,,...,y;,, entonces las funciones componentes
C[S]* (@), ...,C[S]™ (%) son funciones identidad y por lo
tanto la expresion anterior es equivalente a:

Z € supp(C[S]) A P(Z, iy, -+ Yir,Y)

=<Notacién>
support(S) N P [ |

Lema 7. wp(S, P) = support(S)

Demostracion:
wp(S, P)

=<Lema 1>

Z € supp(C[S])A _
(Vy| ‘Y e R rsupp(CﬂS]]) ({f}) = P(y7Y))

= <Debilitamiento>
T € supp(C[S])
=<Notacién>

support(S) [ |

Lema 8. Sean P y Q predicados y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces

wp(S, PV Q) = support(S) A (wp(S, P) vV wp(S,Q))

Demostracién: Si P depende de 7, Y y de las variables
Yiys -« - Yiy» €NONCES

wp(Sa P(fv yilv R ayika?) \ Q(fa ?,?))
=<lLema 3>
Z € supp(C[S])A
(P(z,CIST" (&), ...CIST* (#),7) V wp(S, Q(#,7,Y)))
(T, 7) € supp(C[SPA
(((z,7) € supp(C[SP AP (T, C[S]" (D), . ..,C[S]™ (&),Y))V
wp(S, Q(T,7,Y)))
=<Lema 4>
(@,7) € supp(C[S)A
(wp(S, P(,3,Y)) Vwp(S,Q(T,7,Y))
=<Notacién>

support(S)A

(wp(S, P(T,5,Y)) vV wp(S, Q(F,7,Y)))
n

Lema 9. Sean P y @) predicados y S una instruccion que no
modifica los valores de las variables de P, entonces

wp(S,PAQ) =P Awp(S,Q)

wp(S, PV Q) = support(S) A (P V wp(S,Q))

Demostracion:
wp(S, P A Q)

=<Lema 2>

wp(S, P) A wp(S, Q)
=<Lema 6>

support(S) A P A wp(S, Q)
=<Lema 7>

P Awp(S, Q)

Por otro lado si S no modifica los valores de las variables
de P, entonces S se comporta deterministicamente sobre los
valores de las variables de P, por lo tanto se puede aplicar el
Lema 8 de la siguiente manera:

wp(S, PV Q)
=<Lema 8>
support(S) A (wp(S, P) V wp(S; Q))
=<Lema 6>

s_upport(S) A ((support(S) A P) V wp(S,Q))

s:upport(S) A (P Vwp(S,Q)) [ |

Lema 10. Sea P un predicado y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces

wp(S, ~P) = support(S) A ~wp(S, P)

Demostracién: Si P depende de 7, Y y de las variables
Yivy - s Yip» CNLONCES:

wp(S7 _'P(fv Yiyyeo- »%MY))

=<Lema 4>
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7 € supp(C[S]) A =P (z,C[S]"(),...,C[S]*(%),Y)

=<Absorcién>

@ € supp(C[S]) A (2 ¢ supp(C[S])V
-P(z,C[S]" (%), ...,

xfe supp(C[ST) A =(Z € supp(C[S])A
P(z,C[S]*(Z),...

=<Lema 4>

f S supp(C[[S]]) A _'wp(Sa P(fa yil? oo 7y1kaY))

=<Notacién>

support(S) A —wp(S, P) |

Lema 11. Sean P y Q) predicados y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces

wp(S, P = Q) = support(S) A (wp(S, P) = wp(S, Q))

Demostracion: Como S es una instrucciéon que se
comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces S es una instruccion que se
comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de — P, entonces:

wp(S, P = Q)

wp(S,~PV Q)

=<Lema 8>

support(S) A (wp(S, =P) V wp(S, Q))
=<Lema 10>

support(S) A (-wp(S, P) V wp(S, Q)

s:upport(S) A (wp(S, P) = wp(S, Q)) [ |

Lema 12. Sean P y Q predicados y S una instruccion que
no modifica los valores de las variables de P, entonces

wp(S, P = Q) = support(S) A (P = wp(S,Q))

Demostracion: Como S es una instruccion que no
modifica los valores de las variables de P, entonces S es una
instruccién que se comporta deterministicamente sobre las
variables de P, entonces:

wp(S, P = Q)
=<Lema 11>

support(S) A (wp(S, P) = wp(S, Q))

=<Lema 6>

support(S) A (support(S) A P = wp(S, Q))

szupport(S) A (P = wp(S,Q)) [ ]

Lema 13. Sea P un predicado, S una instruccion que se com-
porta deterministicamente sobre los valores de las variables
de P, y € una variable no declarada en el programa, entonces

wp(S; (3e| : P)) = (3| - wp(S, P))

Demostracion: Si P depende de T, Y y de las variables
Yiys - - - > Yi,» €NtONCES:

wp(S, (Fe| : P(ZT,Yiys- - Yir,Y)))

=<Lema 4>

Z € supp(C[ST)A _ _ _
(Fe| : P(z,C[S]* (), ...,C[S]*(Z),Y))

=< € no ocurre en el vector de variables declaradas & >

(Fe| : & € supp(C[S])A _ 4 -
P(z,C[S]""(Z),....C[S]™(Z).Y))

=<Lema 4>

ayzmy))) u

Lema 14. Sean P y R predicados, S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P y no modifica los valores de las variables de
R, y € una variable no declarada en el programa, entonces

wp(S, (Fe|R : P)) = (Fe|R : wp(S, P))

(36‘ : wp(S,P(E, Yigy o

Demostracion: Como S no modifica los valores de las
variables de R, entonces S se comporta deterministicamente
sobre los valores de las variables de R y como adicionalmente
S se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces S se comporta deterministicamente
sobre los valores de las variables de R A P.

wp(S, (3[R : P))
wp(S, @l : R A P))
=<Lema 13>

(3el : wp(S, R A P))

=<Lema 9>

(Je| : R Awp(S, P))
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Lema 15. Sea S una instruccion, P un predicado y € una
variable no declarada en el programa, entonces

wp(S, (Ve| : P)) = (Ve| : wp(S, P))

Demostracion: Dado que C[S] [supp(cps)) €S una
relacién, es fdcil demostrar que la férmula de wp(S, P) del
final de la seccién anterior es equivalente a

(@,7) € supp(C[SPHA
(Vﬂ : (f’ y) € C[[SH rsupp(C[[S]]) ({(575)}) =
P(T,y.Y))

Como ¢ no ocurre en la lista de variables libres 7,7,
entonces de la férmula (Ve| : wp(S, P)) se puede sacar del Ve
el lado izquierdo del A, el Vy' y el antecedente de = quedando

(7,7) € supp(C[S]A

(v?| : (Tv 7,) € C[[SH [supp(C[[S]]) ({(fvy)}) =
(Ve : P(T,y.Y)))

wp(S, (Ve| : P)) .

Lema 16. Sean P y R predicados, S una instruccion que no
modifica los valores de las variables de R, y € una variable
no declarada en el programa. Si (3| : R) = true, entonces

wp(S, (Ve|R : P)) = (Ve|R : wp(S, P))
Demostracion:

wp(S, (Ve|R : P))

wp(S, (Ve : 7RV P))

=<Lema 15>

(Ve| : wp(S,~R v P))

=<Lema 9>

(Ve[ : support(S) A (=R V wp(S, P)))

support(S) A (Ve| : =RV wp(S, P))

SEupport(S) A (Ve|R : wp(S, P))

=< (Je| : R) = true >

(Ve R : support(S) A wp(S, P))

=<Lema 7>

(YelR - wp(S, P)) .

Lema 17. Sea R un predicado y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las

variables de R. Si iy y € son variables no declarada en el
programa, entonces

wp(S, e # (min if|R:if)) =
support(S) A e # (min iflwp(S, R) : iy)

wp(S, e = (min if|R:if)) =
support(S) A e = (min iflwp(S, R) : iy)

Demostracion: € # (min if|R :iy) es equivalente a

(=(Fif| : R) = € # 00)A
((Fig]: R) = ~(R[iy :=¢€]) V (Jig| : RAif <¢)).

De modo que:

wp(S, € # (min if|R :if))

=< wp(S, P) = support(S) para cualquier P >
support(S) ANwp(S, e # (min ig|R:iy))

s_upport(S) Awp(S, (=(3if] : R) = € # 00)A
((Fif|: R) = ~(Rif :==€]) V (Tig| : RNif <¢)))

=<lema 2>

support(S) Awp(S,~(Fif| : R) = € # 00)A
wp(S, (Fig|: R) = —(R[if :=€]) V (Fig| : RAif <€)

=<Lema 11>
support(S) A (wp(S, ~(Jig| : R)) = wp(S, € # 00))A
(wp(S, Gigl : ) = wp(8,~(Rliy = )V
(Fif|: RAiy <€)

=<Lema 8>
support(S) A (wp(S, —~(Fig| : R)) = wp(S, € # 00))A
(wp(S, Gyl R) = wp(S,~(Bliy = )V

wp(S, (Fig| : RAiy <e€)))
=<Lema 10>
support(S) A (mwp(S, (Fif| : R)) = wp(S, € # 00))A
(wp(S, Biy| : R)) = —wp(S, Rliy := €]}V

wp(S, (3if| cRAGy < 6)))
=<Lemas 13>
= €|)V
(Fig| :wp(S,RNif <¢€)))

=<lema 2>

support(S) A (=(3ig| - wp(S, R)) = wp(S, € # 00))A
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((Fig] - wp(S, R)) = —\wp.(S,R[if =€])V '
(Fig| - wp(S, R) Awp(S, iy < €)))

=<Lema 6>

=< S no modifica las variables i s, € >

support(S) A (=(3ig| : wp(S, R)) = € # 0o)A
(Gig| - wp(S, B) = —(wp(S, R)liy = )v
(Fig| :wp(S,R) Nig <€)

s_upport(S) A€ (min iflwp(S,R) :iy)
Por otro lado

wp(S, e = (min if|R: if))

wp(S, ~(¢ # (min if|R : i)

=<Lema 10>

support(S) A —wp(S, e # (min if|R : if))
=<Resultado anterior>

support(S) A —(support(S) Ae # (min if|lwp(S, R) : if))

s_upport(S)/\(ﬂsupport(S)\/e = (min is|lwp(S,R) :if))
=<Absorcién>

support(S) A e = (min if|lwp(S,R) : iy) [ |

Lema 18. Sea R un predicado y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de R. Si iy y € son variables no declarada en el
programa, entonces

wp(S, e # (maz ig|R :iy)) =
support(S) A e # (max i5|lwp(S,R) : if)

y
wp(S,e = (max if|R:if)) =
support(S) A e = (max iflwp(S,R) :if)
Demostracion: La demostracion es analoga a la del Lema
17 pero sustituyendo la expresién iy < € por iy > €. ]

Nota. las demostraciones de estas propiedades con aserciones
escritas en el lenguaje de la teoria de conjuntos de ZFS,
implican la veracidad de las mismas en un fragmento de un
lenguaje que incluya la teoria de ZFS y que sea cerrado sobre
los operadores N, V, =, =V, 3, min, maz y wp(S,.).

Por ejemplo el lenguaje de las aserciones decidibles de [2]
(aserciones donde conocer el valor de verdad, si se tienen

todos los valores de las variables libres de la asercion, es
decidible) es tal, que se puede extender para poder escribir
todos los axiomas de ZFS consistentemente, a modo que el
lenguaje de [2] pudiera entenderse, como un fragmento de
ZFS. En este lenguaje de [2] las propiedades de esta seccion
son ciertas para toda instruccion S tal que wp(S,.) sea
cerrado, ya que el fragmento es cerrado sobre N\, V, -, =
v, 3, min y max.

Para mostrar la afirmacién de la nota anterior para el
Lema 5 se supone que S es una instruccién que se comporta
deterministicamente sobre las variables de P y @, que son
predicados escritos en el lenguaje de las aserciones decidibles
de [2] y wp(S,.) es cerrado en ese lenguaje. Como puedo
escribir consistentemente los axiomas de ZFS con la sintaxis
del lenguaje de [2], entonces este lenguaje puede entenderse
como un fragmento de ZFS y por lo tanto el lema 5 es cierto
obteniendo

wp(S, PV Q)
=<Lema 5>

wp(S, P) vV wp(S, Q)

Como wp(S, .) es cerrado sobre el lenguaje de [2], entonces
wp(S, P) y wp(S,Q) son férmulas del lenguaje de [2], y
como dicho lenguaje es cerrado sobre el operador V, entonces
wp(S, P)Vwp(S, Q) es una férmula en el lenguaje de [2]. Esto
demuestra que el lema 5 es cierto si se restringen las aserciones
a este lenguaje y w(S,.) es cerrado en el fragmento.

IV. CERRADURA Y DECIDIBILIDAD DEL CALCULO DE wp

Del lenguaje y axiomatizacion de la teoria de conjuntos de
ZFS no es directo que todo conjunto definido recursivamente
exista, sin embargo todo conjunto que quiera definirse de forma
recursiva, puede definirse con una férmula en el lenguaje de
ZFS que es equivalente a la recursién inicial. El proceso de
conseguir la férmula del lenguaje de primer orden de ZFS,
que define equivalentemente el conjunto que inicialmente se
encontraba definido recursivamente, se conoce como ‘“meta-
teorema de recursién transfinita”. Dado una definicién de un
conjunto hecho de forma recursiva, dicho metateorema muestra
de forma constructiva, cudl es la férmula dentro del lenguaje
de ZFS, que define al mismo conjunto.

Una demostracién detallada del metateorema de recursién
transfinita se encuentra en [23], sin embargo es mds general de
lo que se necesita para esta seccion, ya que es valido para hacer
recursion sobre cualquier ordinal. En esta seccidn se usard una
version de dicho teorema restringido a w, cuyo enunciado es:

Teorema 1. Si se tiene un predicado ¢ tal que satisface
(VE,F| = (y| : o(k,F,y))). Definiendo G(k,F) como el
tinico y tal que @(k,F,y). Entonces se puede escribir una
formula 1 donde lo siguiente es demostrable:
) (VE|: 3| : ©(k,y))), es decir v define una funcion
F tal que ¥(k, F(k))
2) (Vklk € w| : F(k) = Gk, F [5_1))
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Una explicacion verbosa del teorema anterior seria que la
expresion F'(k) = G(k,F [r_1) es una definicién recursiva
del conjunto F'(k) y la férmula ¢ (k,y) es una versién en el
lenguaje de ZFS, que define por comprensién un conjunto y
que viene siendo igual F'(k). La idea de la demostracién es la
siguiente:

Demostracion: Se define ¥(k,y) como

(k ¢ why = 0)V(k € wA(3d, h)(App(d, h)Ak € dAR(K) = y))

En donde App(d, h) es un predicado definido como
esFuncion(h)A
d=Dom(h) CwA(¥m)(med=m—1Cd)A
(vm)(m € d = @(m, h [m—1,h(m)))

El resto de la demostracién consiste en demostrar (ly| :
¥(k,y)) por induccién fuerte y luego que la funcién F'(k)
existe usando el axioma de reemplazo. ]

Nota. Note que la demostracion del teorema anterior dice
que si se tiene la formula del predicado o, entonces se tiene
la formula para ¥(k,y), que es una formula escrita en el
lenguaje de primer orden de la teoria de conjuntos de ZFS.

Teorema 2. Si el lenguaje que se usa para escribir los predica-
dos de las aserciones en GCL, es el lenguaje de primer orden
de la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem, entonces
por cada caso particular de predicado Post, de expresion By
e instruccion Sy, existe una formula escrita en el lenguaje de
primer orden de la teoria de conjuntos de Zermelo-Framkel-
Skolem, que es equivalente a wp(do By — Sy od, Post)

Demostracion:
Se definen recursivamente las siguientes instrucciones

If :=ifBy — So[]~Bo — SKIPfi
Doy := if_\BO — SKIPfZ
D0k+1 = If, DOk.

Como la interpretacién de una secuenciacion de instrucciones
es la composicion de las interpretaciones, entonces la inter-
pretacién de la instrucciéon Doy, satisface la siguiente recu-
rrencia:

C[[DOO]] = C[[if_‘Bo — SKIPfZ]]

C[Dok+1] :=C[Dox] o C[If]
Por otro lado la férmula definida por
ok, Fyy) :=
(k=0Ay=_C[Dog))V
(k#0ANk € wAesFuncion(F) Ny = F(k—1)oC[If])V
(m(k=0V(k#0ANk €wAesFuncion(F)))ANy=TF)
satisface que:

(Vk, F| = (Blyl - o(k, Fry)))-

Si se define a G(k,F) como el dnico y que satisface
o(k, F,y), entonces por el teorema 1, se tiene que existe una
formula 1/ que satisface que:
) (VE|: 3y| : ¥(k,y))), es decir ¢ define una funcién
F tal que ¢(k, F(k))
2) (vklk € w| : F(k) = G(k, F [x1))
Como G(k, F') en notacién de llaves es la funcion a trozos

C[Doy] si k=0
) F(k=1)oC[If] si kewy
Gk, F) = esFuncion(F)

F s1no
entonces la formula
(VElk € w|: F(k) = G(k, F k-1))

es equivalente a la recurrencia que define a C[Doy] arriba y por
lo tanto, F'(k) debe ser igual a C[Doy]. Por esta razén, como
se tiene que F' es una funcién tal que F'(k) es el dnico valor
en el que 9 (k, F'(k)) es verdad, entonces cuando el predicado

v(k, R)

sea cierto, debe ocurrir que R = C[Doy].

Por otro lado usando las notaciones de [3], las cuales son:
Z para indicar el vector de constantes y variables declaradas
en un algoritmo, Esp para indicar el espacio de estados
del algoritmo y Rgoy para referirse al conjunto {Z €
Esp|Post(Z,Y)}, se demostré que

(3[k > 0 : C[Dok]({7}) € Ryoy)

es un predicado equivalente a wp(do By — So od, Post). Sin
embargo, usando el predicado ¢ se puede reescribir la formula
anterior como

(3klk > 0: ¢(k, R) A R({Z}) C Rgoy)

la cual esta escrita en el lenguaje de primer orden de la teoria
de conjuntos. ]

Como puede observarse la férmula de la precondicién mds
débil de la demostracion del teorema anterior, se consigue
de forma constructiva, ya que el predicado ¢ (k, R) se extrae
del metateorema de recursion transfinita, y como se tiene la
féormula explicita para ¢, se puede construir la férmula de
¥(k, R) y por ende la férmula de la precondiciéon més débil
dentro del lenguaje de primer orden de la teorfa de conjuntos.

Por lo dicho en el parrafo anterior, este ultimo teorema
muestra que el cdlculo de wp(Do, .) para cualquier instruccién
Do es decidible dentro del lenguaje de la teoria de conjuntos y
por ende, como las reglas de cdlculo de wp (que se enunciaron
en la introduccidn) para las instrucciones distintas de Do,
son aplicables directamente sobre lenguajes de primer orden,
entonces el cdlculo de wp(S,.) para cualquier instruccién S
es decidible sobre ZFS.

De la demostracion se observa que la asercion
wp(Do, Post) que se extrae del teorema 2 es muy complicada,
incluso la verificacién del valor de verdad de dicha asercién
teniendo los valores de las variables libres puede ser no
decidible. Esto es debido a que el problema de la parada
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se puede escribir equivalentemente, como el problema de
verificar el valor de verdad de la precondicién wp(S, true)
para valores iniciales de las variables y constantes del
programa S, es decir, para no contradecir la indecidibilidad
del problema de la parada, debe ocurrir que verificar el valor
de verdad de la asercién wp(S,true), no es decidible en
general.

V. CONCLUSIONES

El teorema de decidibilidad del célculo de wp provee una
alternativa para calcular precondiciones mds débiles de forma
automadtica, sin embargo estas precondiciones, en muchos
casos, no serian una asercion decidible. Por esta razén el
teorema sugiere una aplicacién de software para el célculo de
wp que maneje aserciones no decidibles de forma simbélica.

La idea prictica es usar todas las técnicas conocidas para
calcular precondiciones o invariantes, y en caso de que estas
técnicas fallen en el cédlculo de una asercion decidible, la
aplicacién arroja como ultima opcién, la asercién resultante
del teorema de decidibilidad aqui mostrado.

Una aplicacién de este estilo trabajaria en muchas ocasiones
con aserciones no decidibles, por lo que no tiene sentido
manejar estas aserciones dentro del lenguaje de programacion
en cuestién, porque en estos casos las aserciones no serian
programables. Por esta razén sugiero que una aplicacién que
haga uso del teorema de decibilidad aqui mostrado, maneje las
aserciones como comentarios al c6digo. Por ejemplo se pudiera
desarrollar un IDE que inserte a modo de comentario, de forma
automdtica la precondicién mds débil de cada instruccién. Un
IDE de este tipo siempre puede computar una asercion entre
todas las instrucciones del programa, aunque algunas de ellas
sean no decidibles, pudiera ser provechoso, porque es posible
que en el célculo sucesivo de wp, las aserciones se simplifiquen
y se obtenga, al final del proceso, una precondicion mas débil
de todo el programa, que sea una asercion decidible.

Por otro lado desde el punto de vista tedrico, los resultados
aqui presentados muestran que la teoria de wp de Dijkstra es
aplicable sobre la teoria de conjuntos, y por ende también el
teorema de la invariancia y todas las reglas de Hoare derivadas
de wp. De esta forma se pueden usar las técnicas de correccion
formal sobre algoritmos con tipos de datos pertenencientes
a la teoria de conjuntos. Por ejemplo, se puede usando wp
o reglas de Hoare, corregir algoritmos donde los tipos de
las variables son objetos como ordinales, cardinales, filtros,
ultrafiltros, espacios topoldgicos, etc.
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